Перестановки

В.Гуровиц

Перестановка – важнейший математический объект, возникающий в алгебре и комбинаторике. Поэтому рассказ о них будет разделен на три части. Первая часть посвящена определению перестановок и элементарным фактам о них. Во второй части рассказывается о том, как генерировать перестановки, и для чего они используются в программировании. Третья часть посвящена введению в алгебраическую теорию, связанную с перестановками и симметрическими группами.

1. Что такое перестановка

Представим себе, что у нас есть n разных предметов, и нам требуется выложить их в один ряд в некотором порядке. Сколькими способами это можно сделать? На первое место мы можем положить любой из n предметов, на второе – любой из n – 1 оставшихся, на третье – любой из n – 2 оставшихся и т.д. Итого получаем n ( (n – 1) ( (n – 2) ( … ( 2 ( 1 = n! расположений. Такие расположения и называют перестановками. Например, если в качестве объектов взять натуральные числа 1, 2, 3, то получатся вот такие 3 ( 2 ( 1 = 6 перестановок: 123, 132, 213, 231, 312, 321.

Упражнение 1. Сколько существует способов расставить 8 ладей на шахматной доске так, чтобы они не били друг друга? 

Ответ: 8!.
Упражнение 2. Сколько разных ожерелий можно составить из 17 бусин разных цветов?

Ответ: 16!/2.

Упражнение 3. Найдите сумму всех чисел, которые получаются перестановками цифр из числа 12345. 
Подсказка. Каждая цифра появляетcя в каждой позиции одинаковое количество раз. 

Ответ: 3999960. 

Решение. Всего имеется 5! =120 способов переставить цифры в числе 12345. Среди этих способов ровно в пятой части (т.е. в 24 случаях) цифра 1 стоит на первом месте. То же самое справедливо для любой цифры и любого места. Поэтому искомая сумма равна 24(10000+1000+100+10+1+20000+2000+200+20+2+30000+3000+300+30+3+40000+4000+400+40+4+50000+5000+500+50+5)=24(11111+22222+33333+44444+55555)=24*11111*(1+2+3+4+5)=3999960.

Математики дают еще такое формальное определение перестановки: 

перестановкой множества {1,...,n} называется взаимно-однозначное отображение этого множества на себя.

Как видите, теперь перестановка уже является отображением. Зачем это нужно? Теперь перестановки можно перемножать: произведению перестановок соответсвует композиция отображений.

Существуют два способа записи перестановок. Первый способ такой: запишем две строки чисел – в первой строке выпишем подряд числа от 1 до n, а под каждым из этих чисел числом запишем то число, в которое оно переходит при данной перестановке. Например: 
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 (1 переходит в 3, 2 – в 4 и т. д.). Другой способ записать ту же перестановку – разбить ее на “циклы”. 1 переходит в 3, 3 – в 5, 5 – в 1: цикл замкнулся. Полученный цикл, записывают так: (135). Кроме того, 2 переходит в 4, а 4 – в 2: получили второй цикл: (24). Перестановку записывают, выписывая подряд все циклы, из которых она состоит: (135)(24). 

Обратная перестановка

Тождественной называется перестановка, переводящая каждый элемент множества в себя: 
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Обратной к перестановке s называется такая перестановка (ее обозначают s –1), которая в композиции с s дает тождественную перестановку. 

2. Как напечатать все перестановки

Перейдем от теории к практике –  от математики к программированию. Попробуем написать программу, печатающую все перестановки из n элементов. Точнее, мы напишем четыре принципиально разные программы, решающие эту задачу. Условимся, что во всех этих программах будет использоваться массив value[1..n] для хранения текущей перестановки, и процедура WritePerm для печати этой перестановки.

Программа первая: поиск всех гамильтоновых путей в полном графе

Эта программа – самая короткая из всех рассматриваемых. Идея алгоритма уже озвучена в заголовке. Возьмем полный граф на n вершинах, занумерованных числами от 1 до n, и будем искать в нем все гамильтоновы пути (то есть пути, проходящие через каждую вершину ровно по одному разу). Последовательность вершин в каждом таком пути и будет искомой перестановкой. Для поиска всех гамильтоновых путей воспользуемся поиском в глубину. Для этого напишем рекурсивную процедуру определения следующей вершины в пути. Эта процедура получает на вход один параметр k – номер вершины, которую мы хотим посетить следующей, добавляет эту вершину в путь, и перебирает все вершины, не задействованные в уже построенном участке пути. Для каждой такой вершины процедура рекурсивно вызывает себя.  Часть пути, которую мы определили, мы будем хранить, используя массив value: value[k] – порядковый номер вершины k в данном пути. Вот как могла бы выглядеть такая процедура:

	procedure visit (k : integer); 

begin

  now:=now+1; value[k]:=now;   

  if now = n then WritePerm

  else

    for t:=1 to n do
      if value[t] = 0 then visit(t);

  now:=now-1; value[k]:=0;

end;
	{Добавляем в конец пути вершину }

{Если построили путь длины n -  }

{ печатаем его, иначе           }

{ перебираем все вершины и      }

{ добавляем в путь по поочередно}

{ каждую не использованную ранее}

{Удаляем из пути вершину k      }


Основная программа при этом выглядит так:

read(n);

now:=0;

for i:=1 to n do  {Перебираем пути, начинающиеся в вершинах 1, …, n}

  visit(i);

Давайте посмотрим на результат ее работы, скажем, при n = 4:

	1234

1243

1324

1423

1342

1432
	2134

2143

3124

4123

3142

4132
	2314

2413

3214

4213

3412

4312
	2341

2431

3241

4231

3421

4321


Обратите внимание на порядок, в котором печатаются перестановки: сначала генерируются все перестановки, у которых 1 стоит на первом месте, затем те, у которых 1 стоит на втором месте и т. д.

Задача 1 (евклидова задача коммивояжера). На плоскости отмечено n различных точек. Требуется найти кратчайший путь, проходящий через все эти точки.

Входные данные

В первой строке входного файла записано одно число n (2 ( n ( 10) – количество данных точек. В следующих n строках записано по два целых числа xi, yi – координаты соответствующей точки (-100 <= xi, yi <= 100).
Выходные данные
Вывести одно число – длину кратчайшего пути с точностью до 3 знаков после запятой.

Пример
	Входной файл
	Выходной файл

	3

0 0

1 0

0 1
	2.000




Программа вторая: лексикографический порядок (нерекурсивный вариант).

Для того чтобы перебрать все объекты из некоторого множества, полезно их некоторым образом упорядочить, и научиться по объекту находить следующий за ним. Как можно упорядочить перестановки? Представим себе, что элементы нашей перестановки – это буквы. Тогда получившиеся из этих букв слова-перестановки можно упорядочить по алфавиту, как это делают в словаре. Такой порядок на множестве объектов называется лексикографическим. Вот как будет выглядеть упорядоченный набор перестановок из 3-х объектов:

123 132 213 231 312 321

(сначала идут все перестановки, начинающиеся с цифры 1, затем – с цифры 2, затем – с цифры 3).

Пусть нам дана некоторая перестановка. Как найти следующую за ней? Для этого нам нужно. Для того чтобы получить следующую перестановку, нам необходимо увеличить число на некоторой позиции. При этом необходимо оставить неизменными как можно больший начальный кусок перестановки. Найдем в перестановке самое правое число, которое можно увеличить, не меняя числа слева от него. Это означает, что мы должны заменить его одним из чисел, стоящих справа от него. То есть, справа от него должно стоять число, большее него. Рассмотрим, для примера, перестановку 7 3 4 6 5 2 1. Самое правое число, справа от которого есть большее число – это 4. Мы можем заменить ее либо на 5, либо на 6 (числа, большие 4 и стоящие справа от 4). Ясно, что нужно менять на наименьшее возможное, поскольку перестановка 7 4 5... идет "по алфавиту" раньше, чем 7 4 6... Итак, меняем местами 4 и 5: 7 3 5 6 4 2 1. Выделенную жирным часть мы трогать больше не будем. Теперь нам нужно получить самую первую (в алфавитном порядке) перестановку, которая начинается на 7 3 5. Для этого все остальные числа нам нужно расположить в порядке возрастания: 1 2 4 6. Задачу упрощает то, что до этого они уже были расположены в порядке убывания, и нам достаточно просто перевернуть "хвост" перестановки.

Итак, алгоритм генерации следующей перестановки состоит из 4-х шагов:

1. Просматриваем перестановку справа налево и ищем число, меньшее своего правого соседа:

7   3   4 < 6 > 5 > 2 > 1

2. Опять просматриваем перестановку справа налево и ищем самое первое число, которое больше выбранного нами на первом шаге

7   3   4 < 6 > 5 > 2 > 1

3. Меняем местами два найденных числа:

7   3   5    6    4    2    1

4. "Переворачиваем" "хвост" перестановки:

7   3   5    1    2    4    6    

Если на первом шаге мы не сможем найти числа, удовлетворяющего условию, то это означает, что наша перестановка – последняя в списке: 7 6 5 4 3 2 1.

Задача 2. Требуется напечатать все перестановки n чисел в лексикографическом порядке
Входные данные

Во входном файле записано одно число n (2 ( n ( 10) – количество чисел в перестановке. 

Выходные данные
Вывести все перестановки в лексикографическом порядке, каждую перестановку – с новой строки, числа в перестановке разделять пробелами. 

Пример
	Входной файл
	Выходной файл

	3
	1 2 3

1 3 2

2 1 3

2 3 1

3 1 2

3 2 1


Продолжение следует

_1173457370.unknown

_1174849295.unknown

